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Tema 1
Multimi de numere.
Multimi si elemente de logica matematica

Modulul unui numar real
. . x, dacdx >0
Definitie. Modulu! numiarului real x este numirul | x |= .
—x, dacix <0
Proprietati
1.|x|>20,VxeR; |x|=0=x=0;
2. [x-y|=1x]-|y], Vx,yeR;

3. |x+y|$‘x|+|y], vx,yeR.

Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

Definitie. Fie x € R. Cel mai mare numdr intreg mai mic sau egal cu x se numeste
partea intreagd a lui x. Se noteazi: [x]=max{peZ|p<x}.

Numirul real {x} = x—[x] se numeste partea fractionard a lui x.

Proprietati

1a. [x]<x<[x]+], VxeR; 1b. {x} €[0,1), VxeR;
2a. x—1<x]<x, VxeR; 2b. {x}=0=x€Z;

3a. [x]=x & x€Z; 3b. {x}={y}=>x-yeZ,
4a. [x+n|=[x]+nsneik; 4b. (x+n}={x} <= nelZ.

Identitatea lui Hermite

[x]+{x+l}+{x+3}+...+[x+ﬁ_—1:[nx], VxeR, ¥Yne N \({1}.

n n n

Probleme propuse

1. Stabiliti valoarea de adevir a urmétoarelor propozitii:
a)p: ,.[x]+[y]=[x+y], pentru orice x,y € R “, unde [a] reprezinta partea intreagd a
numirului real a.
b)g:, {3x}=3{x}, pentru orice xeR“ unde {a} reprezintd partea fractionard a
numdrului real a.
¢r:,VxeR, Iy eR astfel incat x* +y* =2018“.

2. Determinati valoarea de adevdr a afirmatiei: ,,Suma oricdror doud numere irationale
este un numdr irational.*

3. Calculati:

9 [V2015]+(2+42) {42} b | Lt e )

+
1-2 2.3 2018-2019
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

. Fie xeR". Aratati ca {

o[vas]eal-th o ilslale ) o [(EvA) ]

. a) Determinati multimea A:{xe[0,2] | [2x]=2[x]} , unde [a] reprezintd partea

intreagd a numarului real a.
b) Determinati multimea B={xe[-1,2] | 3{x}=1}, unde {a} reprezinti partea

fractionara a numarului real a.

. Aritati ca |:\/n2 +n} =n, pentru orice ne N.

l} =1 daci si numai dacd x e [l,lJ .
X 2

. @) Aritati ci {{x}+y}={x+{y}}, pentru orice x,y R .

b) Aratati c& {{x+y}+z}={x+{y+2z}}, pentru orice x, y,zeR .

. @) Aratati cd [x]+ [x + ﬂ =[2x],pentru orice xeR.

b) Aritati cd dacd [x+a]=[x+b],pentru orice x € R, atuncia = b.

« Determinati m € R pentru care {xe R|(m* ~-1)x+2> 0} =R.

Determinati cel mai mic element al multimii { xeR|(x+2)(x*-4)> 0} .

Se considerd A= {x eR|(x —l)[x —I?OJ < 0} . Determinati cel mai mare element al

multimii B={|a—b| l a,beZ,a<b,[a,blc 4}.
Determinati numerele naturale din multimea 4 = {x eR| 1 <x< 2} .
J2+43

Se considerd multimile 4 = {x eR l |x]< 2} §i B=[-3, 0). Determinati ANBNZ .

Se considera multimile 4={0,2,4,6,...,50} si B=1{0,3,6,9,..., 48}. Aflati
cardinalul fiecéreia dintre multimile 4, B, A " Bsi A U B.

. . T N <
Se considera fractia zecimald infinits Chi 0,aa,... . Determinati numérul de elemente

ale multimii 4={a,, a,, a;,...}.

N . o 4 o
Se consideri fractia zecimald infinita 1]~ % G- Determinati suma elementelor

multimii 4={a,,a,a,,...}.
S . oo 10 .
Se consideri fractia zecimald infinitd Th 0, aa,a,... . Calculati g, +a, +...+a,, .

Determinati m € R pentru care {I; 2};{xeR|x2+mx+4=O}.



19.

20.

21.

22.

23.
24.
25,

26

27.

28.

29.

30.

Determinati perechile (m, n) e RxR pentru care {l;2} = {x eR| X’ +mx+n= 0} .

Determinati a € Z pentrucare {xeR|x* —ax+4=0}n{0,1,2,...,201 1} # D .
b

Se considerd multimea 4 = {a +b3 |a,be Z} .

a) Aritati ¢ numerele 4+ 23 si {\/g } apartin multimii 4 .

b) Aritati cd x-y e 4, pentru orice x, y€ 4.

¢) Ardtati ca multimea B = {x eA|[x]= 0} are cel putin 2012 elemente.

Aritati ci /5 e{a+b\/§|a,b ez}

Determinati (x, y) € RxR pentru care x> +2xy+2y° =0.

Aritati ca x° +3xy+5y° >0, Vx,yeR.

Determinati x+ y+z stiindcd x* +y* +2z° +4x+6y—2z+14=0.

. @) Aritati ca %ﬂzz, Va,b>0.
a

b) Aratati cad (a+b)b+c)(c+a=8abc, Va,b,c=0.

Se considerd numerele x, y >1.

a) Aratati ca

V-1

X

<

1
>

b) Ardtatica xy—-1+yvx—-1<xy.

Determinati multimea {(a, b)e NxN| Ja+4b = 2} .

Dati un exemplu de doud numere irationale g si b care indeplinesc conditiile

a+beN*sia beZ.

Ordonati crescétor numerele:

a) \E, Ji, In2;

1
()5

1
] Vl’i._ﬁ“

NG

b V2, 3, Y6 ;

d) % log, 2, In2, /3, 1.
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Tema .«
Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri)

1. Siruri

Definitie. Sirul de numere reale (x,),,, este:

* monoton crescdtor, dacd x, < x,,,, pentru orice n>1;

* monoton descrescdtor, dacd x, > x,.,, pentru orice n>1;

* strict crescadtor, dacd x, < x,,,, pentru orice n>1;

* strict descrescdtor, dacd x, > x,.,, pentru orice n>1;

Definitie. Sirul de numere reale (x, ),.; este:

s mdrginit inferior, dacé existd un numdr real m astfel incat x, >m, Vn2>1;

* mdrginit superior, dacd existd un numdr real M astfel incit x, <M, Vn>1.

Un sir (x,),,, mérginit atat inferior cat §i superior se numeste sir mdrginit.

2, Progresii aritmetice

Definitie. Sirul de numere reale (a,),.,, este o progresie aritmeticd de rafie r, dacd
a,, —a,=r,Vn>1 (adica diferenta oriciror doi termeni consecutivi este constanti).

Proprietati ale progresiilor aritmetice
l.a,=a+(n-1)-r, Vn2zl.

a _,+a
2. a :HTM’ Vn>2.

n

3. _na+a,) =na, +rn(n—1)

! 2

, Vnzl,unde S, =a,+a, +..+a,.

4. n=22"% 11 yn>1, r=0.
v

3. Progresii geometrice

Definie. Foo de aumese e it (0 ) | a8 0 progyesie geomevich de vojie o, Atk

b,.. = b, -q (adica raportul oricaror doi termeni consecutivi este constant).
Rraritati e pragresiiar grametice
1.b,=b-q"", Vn=1.
2.0°=b,_,-b,,, Vn=2.
b1 q—l’ q+
3.5 =¢  ¢g-1 ,unde S, =b +b,+...+b, .
nb, g=1
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Tema 1.2
Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri)

1. Siruri

Definitie. Sirul de numere reale (x,),,, este:

* monoton crescdtor, dacd x, <x,,,, pentru orice n>1;

n+l

* monoton descrescdtor, dacd x, > x,,,, pentru orice n=1;

s strict crescdtor, dacd x, < x,,,, pentru orice n>1;

n+l

* strict descrescdtor, dacd x, > x,,,, pentru orice n>1;

Definitie. Sirul de numere reale (x, )n21 este:

* mdrginit inferior, dacd existd un numdr real m astfel incat x, >2m, Vn2>1;

* mdrginit superior, dacd existd un numdr real M astfel incat x, <M, Vn21.
Un sir (x,),,, marginit atat inferior cit si superior se numeste sir mdrginit.

nxl

2. Progresii aritmetice

Definitie. Sirul de numere reale (a,),,, este o progresie aritmeticd de rafie r, dacd

a,,—a,=r, Vn21 (adici diferenta oricéror doi termeni consecutivi este constants).

Proprietati ale progresiilor aritmetice

l.a,=a +(m-1)-r, Vnx1.

+
2. g, =21 7% yysg,
+ -1
3.8, =M=na]+r%l, Vrn>1,unde S, =g, +a,+..+a,.
a4 n=22"% 1 yu>1, r=0.
r

3. Progresii geometrice

Definitie. Sirul de numere reale nenule (b,), ., este o progresie geometricd de rafie q, dac

b,., =b, -q (adica raportul oricaror doi termeni consecutivi este constant).

Proprietati ale progresiilor geometrice
1. b,=b-q"", Vn21.

2. b>=b, b, Vn=2.
q" -
b ,q#1
3.5,={ " g- 77" unde S =b+b,+...+h,.
nb, qg=1



9. Aflati a e R pentru care numerele 27, 27" +1,

11.
12,

13.

14.

15.
16.

Probleme propuse

. Determinati al unsprezecelea termen al sirului 1, 6, 11, 16,... .

. Calculati sumele:

a)l+4+7+10+...+31; b)1+3+5+..+31;
¢ 1+11+21+31+...+131

. Fie progresia aritmetici (a,),,, astfelincit a; =5 si ag =11. Calculati a;.

. Se considerd progresia aritmetica (a,),»; de ratie 2, cu a; +a, =10.

Sa se determine ¢ .

. Fie progresia aritmetica (a,),,, astfel incat a; =17 si a,; =41.

a) Determinati a, .
b) Stabiliti dacd numarul 2018 este termen al progresiei.
¢) Calculati suma T =a, +as+ag+...+dy 5.

. Calculati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),,, stiind

cia,—a,=6 si a +a,+as+ag=37.

. Determinati in fiecare caz x € R, stiind cd urmitoarele numere sunt termeni conse-

cutivi ai unei progresii aritmetice:
a)x, (x—17, x+2; b)x, 2x-5, x—4;
¢ x-1, x+1, 2x-1; d x+1, 1-x,4.

. Fie progresia aritmetica (a,),5, astfelincit g =—6 si r=2.

Calculati produsul primilor zece termeni.

2°*? 41 sunt in progresie aritmetica.

. Calculati sumele:

a) 1+4+7+...+100; b) 2+6+10+...+2018;
¢ 1+3+5+...+(2n+3), neN*; d) 1+5+9+...+(4n-3), neN".
Aflati ratia progresiei aritmetice (a,), astfel incit a;;—a; =14.

Fie progresia aritmetica (a,),; astfel incat a, =3 si a, =7. Aflati suma primilor zece
termeni.
Se considerd sirul (a,),5 . Stind c& pentru orice neN" are loc cgalitatea

a,+a,+...+a, =n" +n, demonstrati ci sirul (a,),; este o progresie aritmetica.

Determinati numarul natural x din egalititile:

a) 1+5+9+..+x=780; b) 1+3+5+...+x=625;
¢ x+(x+D)+...+(x+x)=165; d) 2+5+8+...+x=155.
Determinati al zecelea termen al sirului x,, x,,7,10,13,....

Fie (a,),, O progresie aritmeticd. Stiind cd a; + a;y =10, calculati S,;.
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17. Se consideré progresia aritmeticd (a,),», astfel incat a, + a; + g, +a,, =8 . Calculati.

a) a+ay+...+ay; b) ay+a, +...+a,.

18. Se considerd progresia aritmeticd (a,),., , in care @, =1, S;) =145. Calculati g, .

19. Se considera progresia aritmeticd (a,),, , in care r =3, S;; =176 . Calculati a;, .

20. Fie (a,),» o progresie aritmeticd. $tiind cd a, +a; =10, calculati a; +a,,.

21. Determinati a,b€R stiind cd numerele 2, g, b sunt in progresie geometricd si 2,4,a
sunt in progresie aritmetici.

22. Determinati a,beR stiind ¢ numerele a, b, 12 sunt in progresie geometrici si 1, a, 5
sunt In progresie aritmetica.

P " L . 1
23. Determinati al cincilea termen al progresiei geometrice in care b, =32 si g = o

24, Determinati x > 0, stiind ¢ numerele 1,x —1,x+ 5 sunt In progresie geometrica.

25. Fie ecuatia x* —4x+a=0, cu radicinile X si x,. Determinati aeR" stiind ci
X, X, 3x, sunt in progresie geometrica.

26. Fie ecuatia x> +ax+2=0, cu ridicinile x $i x,. Determinati aeR stiind ci
X, X,, X sunt in progresie geometrica.

27. Determinati primul termen al sirului a,, a,, 4, 8,16,32,... .

28. Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi 4, 6, b;, 54,... .

1 .
29. Se considerénumérulreals=1+—+%+...+%. Aridtaticd s (1;2).
2 2 2
30.Ar€1ta‘;icés=1—l+l—l+L>—2—.
2 4 8 16 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
31.Fie a=1+—+—=>+—+— i b=1-—+———+——— . Calculati [a] + [b], unde
5 55 5 547 5 5% 5 54 5 i el =Pl

[x] este partea Intreagd a numéarului real x.
32. Se considerid progresia geometricd (b,),, . Aflati b, siratia ¢, daci:

{bz—b1=2‘ b){ by—b =7 . { b, +b =28 .

by—b =8 by+b,+b =17 by—b, +b =17

33. Calculati ratia progresiei geometrice (b,),,; cu termeni pozitivi, daci b, +b, =4
§i b +b, =36.

34. Numerele reale pozitive a, b, ¢, d sunt in progresie geometrici. Stiind ci d—a =13
si c — b =3, si se afle ratia progresiei.

35. Se considera progresia geometricd cu termeni pozitivi (b,),so $i S, =8y +b +...+b,,
astfel incat b, —b, =15 si b, +b, =5.
a) Determinati b, . b) Calculati S;.

36. Se considera progresia geometricd (b,),, , in care b, =8 si b; =2 . Aflati b,.



37.

38.

39.
40.

41.

42,

Sa se calculeze suma primilor zece termeni ai unei progresii geometrice, stiind ¢ ratia
este egali cu 2, iar suma primilor patru termeni este egala cu 15.

Stiind ci doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b, =6 si b5 =54, determinati
termenul b, .

Se considera functia f:R —> R, f(x)=x+1. Calculati f(2)+f(2%)+...+f(2°).

Se considerd functia f:R — R, f(x)=3x+1. Calculati sumele:

Si=1(3°)+ £(3')+ (3 )4 ()5

S, =fO+ M)+ f(2)+...+ f(A]).

Se considerd functia f:R > R, f(x) =5x—1. Calculati sumele:

a) S, =f(O)-f)+f(2D)-FB)+...+ f(50);

b) S, =fO)+/M+f(2)+...+ f(50);

0 S;=fQ2°)-f@)+ Q)= F@)+..+ f(2).

Fie (a,),» O progresie aritmetici. $tiind cd a, +a), =10, calculati ag +ayq.
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Tema 1
Functii. Proprietati generale. Lecturi grafice

Fie 4 si B doud multimi nevide. Spunem ci f:A4—> B este o functie daci fiecirui
clement x € 4 fi corespunde un unic element f(x)e B .

A se numeste domeniul functiei f, iar B se numeste codomeniul functiei f. Doui functii
sunt egale daci au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si aceeasi lege de definitie.

Graficul functiei f: A—> B este multimea G, = {(x,f(x)) | xe A} c AxB.
Imaginea functiei f: A~ B sau (mulfimea valorilor functiei f) este multimea

Imf:{yeB| E|xeA,f(x)=y}={f(x)|xeA}.
Observatii. 1. Mu,v)eG, < fw)=v.

2. Functia identicd a multimii 4 este 1,: 4 — 4, 1,(x)=x, Vxe 4.

1. Operatii cu functii
Definitie. Fie D c R o multime nevida si functiile 1, g:D — R . Atunci:

* suma functiilor f si g este functia f+g: D> R, (f +g)(x) = f(x)+g(x);
* produsul functiilor f si g este functia f-g: D > R, (f-g)(x) = f(x)-g(x) ;

* daca g(x)=0, VxeD, cdtul functiilor f'si g este functia i:D—}R, [lj(x ) fgx; '
g g/ &

Compunerea functiilor. Fie f: 4 —>B si g: B— C doui functii. Functia go f: 4—>C,
(go (X)) =g(f(x)), Vx e A, se numeste compunerea functiilor g si f.

Observatie. Compunerea functiilor este asociativi, dar nu este comutativi,

2. Monotonia functiilor

Definitie. Fie D c R o multime nevida. Functia f: D — R este monoton (strict)
crescdtoare daca pentru orice x,y € D, x <y, avem f(x)< f(») ( f(x)< f(3)).

Functia f:D — R este monoton (strict) descrescdtoare dacd pentru orice x, ye D,
x<y,avem f(x)2 f(») (f(X)>f(»)).

Observatii

1. Dacd raportul de variatie R (x, y >0,Vx,ye D, x# y, atunci func-

)=/ 0)
x=y

tia f este strict crescitoare, iar daci R, (x,y)<0,Vx#y,atunci f este strict descrescatoare.

2. Compunerea a doud functii monotone, de aceeasi monotonie, este o functie cresci-
toare; compunerea a doud functii monotone, de monotonii diferite, este o functie descrescitoare.



3. Functii pare, impare, periodice

Definitie. Fie D c R o multime nevida centrati in origine (Vx e D <> -x e D).

a. Functia f: D — R este functie pard dacd f(-x)= f(x), VxeD.

b. Functia f: D — R este functie impard dacd f(-x)=-f(x), VxeD.

Proprietati

1.Daci f:D—R este o functie impard §i 0 € D, atunci f(0)=0<0(0,0)eG, .

2.Suma f+g:D— R adou functii pare (respectiv impare) f,g:D —> R este toto
functie pard (respectiv impar).

3. Produsul/catul a doudl functii pare/impare este o functie pard. Produsul/citul dintre o
functie pard si una impard este o functie impara.

4. Compunerea a doud functii pare/impare este o functie pard. Compunerea dintre o
functie pari si una impard este o functie impara.

Definitie. Functia / : D — R este periodicd cu perioada T dacd f(x+T)=f(x), pentru

orice x € D pentru care x+7 e D. Cea mai micd perioadd pozitivi (dacd existd) se
numeste perioadd principald.

4. Simetrii ale graficului unei functii

Definitie. Dreapta x = a este axd de simetrie pentru graficul functiei f:D — R daca
f(a—x)= f(a+x), pentru orice x € D, astfel incit a—x, a+xeD.

Punctul M(a,b) e xOy este centru de simetrie pentru graficul functiei f:D—>R
dacd f(a—-x)+ f(a+x)=2b,pentruorice x € D astfel incit a—x, a+txeD.

Observatii. 1. Graficul unei functii pare este simetric fatd de axa Oy.
2. Graficul unei functii impare este simetric fatd de origine.

5. Functii injective, surjective, bijective, inversabile

Definitie. Functia /: 4 — B este:

* injectivd, daca pentru orice x,,x, € 4, x, # x, avem f(x,)# f(x,));

* surjectivd, daca pentru orice y € B, existd x € 4 astfel incat f(x)=y;

» bijectivd, daca este injectiva si surjectiva.
Definitie. Functia f:4 — B este inversabila daca existd o functic g:B — A4 astfel

incat go f =1, si fog=1,.Notim g= f' sispunemcd /™ este inversa functiei /.

Observatii
1.Functia f: A —> B este injectiva daci si numai daci este indeplinitd una dintre conditiile:
a. Pentru orice x,,x, € 4, astfel incat f(x,) = f(x,), rezultd x, = x, .
b. Pentru orice y € B, ecuatia f(x) =y are cel mult o solutie x € 4.
2.Functia f: A—> B e surjectivd daci i numai daca este indeplinitd una dintre conditiile:
a. Imf=8.
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